
LINEA ELASTICA



Lacinia

Il problema di Saint Variant presuppone che il solido sia

caricato da forze esterne solo sulle basi
.

È stato ricavato che lo stato di sforzo (e di deformazione)
in ogni seriosa dipende unicamente dalle ariani interne

,
ammettendo

il postulato di DSV.
È possibile

"estendere " i risultati di Saint Venomt a qualunque
trave
, comunque

coricata
, a patto di considerare il generico concio

infinitesimo come se esso stesso fosse un solido di Saint Venomt

-

¥
TRAVE QUALSIASI solido DI SAINT VENANT '

si può così
"

estendere
" il modello di Saint Venosta :

• travi vincolate
, comunque coricate

• trovi a seriosa variabile

• trovi ad asse curvilineo

chiaramente
,
i risultati del modello sono tanto più attendibili

quanto più il tronco elementare di trave tende a coincidere con il

tronco elementare del solido di Saint Venomt
.
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Con i casi di Saint Venant abbiamo introdotto anche il legame
costitutivo " strutturale "

,
che consente di relazionare le ariani interne

a Me deformazioni di tipo strutturale
.

ftp.dicoeEz÷=¥À LEGARE
"

assiale
"

Per quanto riguarda la flessione retta abbiamo invece ricavato :

M¥2
My = - - µ spostati . asse GEOMETRICO DELLA TRAVE
[ EI

MIÈI
,

see ↳
TEOREM-DIBERNOULU.li

. La seriosa ruota restando

µ III.
di un angolo pari

-
\ . Curvatura ⇐ I
kg e i rin
¥ a- - ¥

.

vy
St + = -

DI µ)olz
È q. dà la .su)Oz
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Derivando 2 volte k) otteniamo

%÷ . -È
sostituendo in HA

LEGARE
"
FLESSIONALE

"

- e

due zzdz
^
- -

dl : / i

÷:*: ÷:! n
-

_

Nel sud
.

di riferimento , df è negativo :

" e " TÈ %:::
""÷

"

a

Ezz .- II. III. g. ⇒ È⇒È -7¥
-

/

* -II . - E. edz Et
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Di fatto, stiamo utilizzando il legame costitutivo
"strutturale "

di Saint Venomt
,
ottenuto per anione assiale e momento flettente

costanti in ogni sezione nle coso di ariani interne variabili lungo

l' asse della trave .

Per un modello "

piano
"

di trave
, poniamo:

, 4
rotea

.

,
Z variabile indipendente, J

n' = NEA
Equazioni linea ElasticaÈ |

f- v
'

-

-

- -1

Le equazioni della linea elastica permettono :

1) di determinare gli spostamenti di sistemi piani di trave

2) di determinare le incognite ipostatiche
si osservi che si è trascurato l' effetto della def. dovuta al
taglio .

Ciò deriva dall' aver assunto che le sezioni si mantengano
piane e ortogonali all'asse.
Nel caso di travi

" snelle " è una buona approssimazione
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Esempio : ROTAZ .
Appoggio E FRECCIA IN UNA TRAVE SEMPLICEMENTE

APPOGGIATA SOGGETTA A carico DISTRIBUITO UNIFORME

a- ?

Reazioni vincolati e asini interne

a

TE TE
T

'

¥
# "

÷
Mlzt # z - 1¥
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Equonionebneaelasticav
"
. - I. = È l? -¥7
v'=p "dz --È (9¥ - ¥E) Ha
✓ = fvdz = (FÈ - ¥e) tcaztca
Condizioni al contorno

video ⇒ 4=0

meteo È l'È -F) tae⇒ ⇒ ↳⇒ IfiET
la rotazione dell' appoggio risulta pari a :

⇒µikÈT
La freccia massima risulta pari a :

e- vede ⇐ tifo - Ètaleffeoe
'ÉI ! - ÈEÉHÌl
t.sn#TI
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Esempio rotea
.
estremo e freccia di una mensola caricata uniformemente .

a

[ g- ?↳ TÈ ?
←
Reazioni venatori e ariani interne

e
a

tre tizi

e

Posto un int
.

di rif . Oxy in corrispondenza dell' incontro,
osservando che sono positivi i momenti che tendono le fibreinferiori
,
risulta :

Mlzf. qlz -% -È
Applichiamo l' eq .

della linea elastica :

un. - ¥. = III - aztec) a



Per ottenere il campo di spostamenti è necessario integrare tale eq .

differenziale :

v'= fidz --È III - 9¥.to#z)tcsv=fvdz--È (FI - 9¥ -1¥E) tcez.IE
Restano da determinare le condizioni al contorno G. e Cz

,
che

dipendono dai vincoli .
Poiché c'è un incontro

,
risulta :

video ; qpto ⇒
video
v'1070

Risulta quindi CECEO
Il
campo di spostamenti risulta quindi posi a :

ht . l'È - FINII)
Lo spostamento massimo ( freccia) è per El .
Risulta

sua - È
la rotazione dell' estremo libero risulta pari a :

F- v'(e) = IlGEJ
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ESErpioi.TRAVEwcastro-appogaio-ldet.amioni interne)

I a

¥78
✓ 9¥
"

e
-

La struttura risulta 1 volta iqnvincolata .

È
necessario evidenziare

una anime ipostatica

e
e t.ae ⇒

Ie

Reazioni venatori e ariani interne

te
'

Ieee t.EE
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T¥
¥
miei

Net -et z -È
Applichiamo l' eq .

della linea elastica :

"= -È 1¥ HI)
Per ottenere il campo di spostamenti è necessario integrare tale eq .

differenziale :

v' =p " dz .- ÈEIZ -1¥ IÈ + Ética
v. fidze ÈÈÈ -1¥ IÌT ftp.kezeca
Restano da determinare le condizioni al contorno G. e Cz

,
che

dipendono dai vincoli, e l'incognita epentetica e .
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dopo ⇒ 4=0

✓
'(a)⇒ ⇒ G-o

vieto

ÈEÈ - II Fatto↳ %
⇒ f- Idee -Èh
{e-- tepee ⇒ feat
-

I diagrammi delle ariani interne risultano :

ÈE
È jqe

ti

NIA - fiorettate -aIIa
= per f- ft f- ÌN '
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Esempio : TRAVE APPOGGIATA CON CARICO CONCENTRATO IN MEZZERIA (freccia )

19 & ?

qt-gk-te.to#l/2l/2
Reazioni venatori e ariani interne

F- te2 2

-

I
a

=/ ÈZ
⇐ E

fai

1¥ - { Z 2- 7¥

"
"
= - effe {

- E ' « f
- + { z 2- 7¥
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v'=p "dz . È f- Èzrtcr
a. sera

- [

ztfztczztlzv-fidz.ae/-%e7ceztcszEG-PgLz2-{ zstczztcy ZIE

Per determinare le 4 costanti di integrazione è necessario

imporre le condizioni al contorno ;

✓ (a)⇒ ⇒ ↳⇒

vieta| !!! fomentandone ego . . .

Si può semplificare usando più sistemi di riferimento :

la
§ ,

muffa
00112el

% MHz) = Ez,

3v' lzfe-pjezftczvfzfe-fejzetcez.ca
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p 2 P 3
✓
' lz) = -⇒ Zztcs ✓ (¥ - Tzejzatcsztcce
Condivisi al contorno :

✓ (zero) =D ⇒ CEO

✓ (zio) =D ⇒ CEO

vfzi-ff-vfzi.la ) ⇒ CEG

Bisogna anche imporre la continuità delle rotazioni in mezzena
.

Si osservi che le rotazioni hanno
segno differente nei due

sistemi
.

È
"

"

,

-

La condizione deve essere espressa in un unico sistema
di riferimento .

Risulta quindi :

v' lzr.fi/---v'fzz=f )
2 2 2

-È fece f-a ⇒ a-È,
Risulta quindi :

2 2

3 3vk.de - État E vitale - État E

µ



La freccia risulta quindi pari a :

* e.÷. e

VARIAZIONI TERMICHE

Una bara priva di vincoli, soggetta a un campo di temperatura,
si dilata .

É cioè soggetta a una deformazione costante
,

detta

deformazione termica
.

Risulta :

E =L at

d è un parametro del materiale
,
detto coefficiente di dilatazione

termica
.

La sua unità di misura è [1/0].
É possibile estendere tale risultato al caso di una

trave
, soggetta a differente temperatura all' intradosso

e all
' estradava

,
ipotizzando che la temperatura vari

linearmente nella serie
.

dz alostdz
lost #

¥tÌÈÈ
-

Èad

SPOSTAM. INFINITESIMI TEMPERATURA
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L' asse della trave subisce un allungamento di intensità pari
a èadz

.

Risulta :
EI - date dat got a)

Il generico concio infinitesimo subisce inoltre una rotazione

dotastdz l'÷)
Ricordando che

, per
il teorema di Bernoulli

,
vale

LEÌ
è possibile definire la curvatura termica è come:

|à=dstÈ
-

Linea elastica in presenza di corichi termici

In un generico punto di un continuo
,
in presenza di deformazioni elastiche

e termiche

lanelostiddinje.ql.iq/
-

La deformazione ( totale) e cioè la somma di un termine elastico
,

legato allo sforzo tramite le equazioni di legame elastico, più
un termine anelastici

. 16



si noti che sono le deformazioni totali (E) che devono rispettare
le eq .

di congruenza .

Sulla base di tali considerazioni
,
è possibile modificare le

equazioni della linea elastica :

n'= Eà Eadt EI = fa tddtg
a- rete ⇒ n''= - fattati )

Con riferimento alla 2a eq .

,
si osservi che la curvatura

termica e quella elastica hanno segno opposto ( m, positivo
se tende le fibre inferiori, curvatura positiva se tende fibre
superiori) .

Esempio : SPOSTAMENTI IN NA STRUTTURA i. SOSTATRA

¥
# B

La struttura è staticamente determinata
.levarionionitenmchenoncausomoasioniinterneqerchemicrosoft.cardinodhcaenq.bz

.
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Spostamento

Ea . Eatast ( FI yot a)⇒st'II.ftp.asta#u'--Ea--dstoYu-./Eadz--ddThzIztcauld--
o ⇒ Geo

spostamento massimo :nlefddtl-lo.la/Frecciamas-m
i:-#e ad at

vi. fu "dz.dk?Fztcav--fv'dz..dlo-a)st#-z2tCzztCz
Condivisi al contorno :

video ⇒ creo

Vetro ⇒ ce . -
d (b-a) si
→ e
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Risulta quindi :

vk.fm/fjN-fzeez)s--ulff.dstIY-lf.Ef.-astKg!ea-
Esempio : Azioni INTERNE IN UNA TRAVE IPERSTATICA DOVUTE

A CARICHI termici

DT

TEMPERATURA :È:÷È¥÷÷
La struttura è due volte iqervencolata .

¥←È§¥
÷

ios



Reazioni vincolati e azioni interne

←f-→

#
*IEI Effe

⇒ u1-

È t1-
e# n

Risulta

Nlz ) = ez ( positivo se di travone)
Mlzl = -est FI z
Applichiamo le eq .

della linea elastica :

n'e flat data - È + fast{ " = - État =È¥-Èe) + 'ft
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Integrando si ottiene :

a. / n' dz = Èazt f-ddtztce
v'= fu "dz -- Iesi (Esz -FIE) tdftztca
✓= fv ' dz =È (EÌÌ -FI e) t zztczztcs

Condizionano
mio) = O

÷:::
-

nieto Èttfastfo ⇒ferita
video IEEE - effetti ⇒

Ea =-3
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I carichi termici agenti su strutture ipostatiche possono

generare ariani molto elevate
.

Consideriamo il caso di una seriosa equivalente a una
IPE 600 in acciaio

, soggetta a st' 30°C

E- 210000 MPa D= 1,210-51/2
H = 600mm

Je 92080 cnn.fm
"

( 0,1) !ma
= 920,8106mm 4

A-- 156cm? 1mm?(qetfzomz
= 15600mm 2

eri - ¥ .

210000 Emma il 5600mm? 1210-51/2.300

= - 884520N ( 88452kg ! Un camion 3 assi 45000 kg)

zz = -3- .

2100004mm ? -920,8106mm " -1,2 .to?pc.3oo
2600mm

=-174,0312 -10
'
N.mn

n

tzz = a- tffy
- 884520N

.

174,03121%0 N.mn
.

600mm
Tzz
,
Max

=
- _ -

15600mm ' 920,8 .to/mm
" 2

= - 56,7hPa -56,7hPa - 113,4hPa (Febbo Tomasetto MPa)
22



tori
Un cedimento impresso è un tipo particolare di carico .
Corrisponde a un valore assegnato ( e quindi, noto) di
spostamento a uno dei punti della superficie coricata
del continuo

ÌÌ t.io

Nel caso delle travi è possibile applicare rotarini impresse
o cedimenti impressi. 4=È§ -

¥

Finn
È bene osservare che :

1) Lo spostamento ( o rotazione) impresso deve essere

comunque
"

piccolo
"

.

In tal modo è possibile continuare

a utilizzare l' ipotesi di piccoli spostamenti e imporre

23



l' equilibrio in configurazione indeformata

2) Per poter imporre uno spostamento, il corrispondente
atto di moto deve essere impedito dal vincolo soggetto a
cedimento

.

È: "#⇐÷.
NO NO

et

-
9¥ - &

si s '

Jian
si osservi infine che nelle strutture staticamente determinate
i cedimenti impressi non generano anioni interne : esse

, infatti,
dipendono solo dalle eq .

cardinali della statica
.

Inoltre
,

con l'ipotesi di piccoli spostamenti, l'equilibrio è imposto
in configurazione malformata .
Nelle strutture staticamente indeterminate

,
invece
,
le azioni

interne dipendono anche dalla congruenza .

I cedimenti vincolati
,

quindi, in generale causano ariani interne
.

24



MILLE

La molla è un tipo particolare di vincolo : per fornire
la reazione vincolare

,
subisce uno spostamento proporzionale

alla reanone fornita .

Ci sono 2 tipi di molle :
KT

-
n

£
{ KA
È

MOLLA ASSIALE molla torsionale.

Poiché vola l' ipotesi di piccoli spostamenti, l'equilibrio
è impresso in configurazione malformata, cioè come se la
molla avesse una rigidezza infinita .

Ciò comporta che l' analisi cinematica e il calcolo delle

reazioni vincitori fornite dalle molle si effettua come se esse

avessero una rigidezza infinita .
Consideriamo ad esempio :

(p an
.
cinematica

÷ ÷
± ÈIgdv{ ka
¥ (molla irrigidita, io . piccoli

sqntam) .
25



Reazioni vincolati

µ equilibrio imposto in configurata
-

malformata, come se la molla
TE TI fosse rigida .

Lo spostamento nella molla è determinabile mediante la
legge di Hooke, una volta nota la reazione unione

Herald ⇒ * ÷! È
,

a LP
à

État" si osservi che la molla fornisce
[E una reazione vincolare opposta

pop
allo spostamento subito dal

punto su cui è applicata

À ciò vale per qualunque tipo
-
a di molla

.

0A
-

÷
an

.
CINEMATICA

ad esempio :

FÈ
A q

(molla irrigidita, ip . piccoli
- sqntam) .

26



REAZIONI vincolati

Pl µ equilibrio imposto in configurata .4- malformata, come se la molla
fp fosse rigida .

Lo spostamento nella molla è determinabile mediante la
legge di Hooke, una volta nota la reazione unione

# Hd Ht ftp.I
it KT

Pl si osservi che la
rotazione Corona) dia↳¥ è opposta al momentoµ gomito ( antiorario:)

Nel sistema di riferimento scelto
,
→ z

la rotazione è positiva
✓

y

27



Esempio : determinare reazioni vincolati

-kt p

GB
tifka

An
.

cinematica ( irrigidisca le molle)

1¥
1 volta iqervincolata

lsostatiaaonione :

poiché si è ipotizzato che
9-B la reazione fornita dallaa ¥

Idea molla sia antioraria
,

la rotazione in A sarà oraria
( opposta)

Reazioni vincolati e ariani interne

-1 equilibrio imposto in configurata .

È ?
malformata, come se le molle

> FÉTTE fossero rigide .

28
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Lo spostamento nel punto B sarà pari a

* EHI -È
Essendo la noia .

verticale verso l'alto
,
lo spostamento

sarà verso il basso
.

T¥
¥
miei

Net -e .tl?tE)z- È
Applichiamo l' eq .

della linea elastica :

"= -È 1¥ ¥È)
Per ottenere il campo di spostamenti è necessario integrare tale eq .

differenziale :

v' =p " dz ._ ÈEIZ - II IÈ taffio
v. fida ÈÈÈ - III) ftp.kezeca

29

Restano da determinare le condizioni al contorno G. e C2
,
che

dipendono dai vincoli, e l'incognita epentetica e .



Condirmi al contorno

1) video
2) vieterà fa (¥ - È) ( positivo, concorde con l'asse y)

Z

3) v' b) = È#orario
, positivo nel oeatdirf. adottato) µt

Da 1) risulta ↳=D %

Da 3) risulta ca --È
vletvb

÷ E lei:* ¥
.

ÉÈÉÀt.ae#-i%d12EJtl3KaE--ql?FEJKa-=pea(rEJtl3KafK,
-
-

ÉTÉ 8- (3EJlkat3EJKT.tl ' KTKA )
^

3Etlktkra
-

Cosi limite

9 kt-70

§ E-0 ok !

O_0

#ka 30



ka -70 Re

a
⇐ io" = ¥

ok
ok !

Kt -700
,
ka -700

a
÷.

#

⇒
È ¥ore!¥

8k¥ ( sett beffe e 3)
=

% ! (vedi esempio precedente)

*e i
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Esercizio

KT Kt =
B 2L

te la = ?
A

Si osservi che a causa della presenza di un pattino
interno risulta che gli spostamenti non sono continue :

Sono quindi necessari 2 campi di integrazione .

Deformata qualitativa :

Anodina

Con l' ipotesi di piccoli spostamenti, l' equilibrio è
imposto in configurazione malformata .

Si considerano

quindi le molte rigide, e si tralasciano i cedimenti

vincoli
.

Risulta :

'

p
staticamente mdet

.

la volta)
32

| e



Isostatizaasionee

⇒afa
Per effetto della molla, il punto A subirà una rotazione

opposta alla reazione vincolare
.

Avendo posto e antiorario
,

la rotazione sarà oraria

Recriminatorie
Con l' ipotesi di piccoli portamenti l' equilibrio è imposto
in configurazione malformata (molte rigide, assenza di cedimenti
impressi) . Risulta

'

.

E

In1-
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Nonostante risulti n costante
,
a causa del pattino (che causa

una discontinuità nel campo di spostamenti), è necessario
adottare 2 sistemi di riferimento :

"

y
a µ

Adottando le conversioni della linea elastica ( m positivo se tende

le fibre inferiori), risulta :

Mlze ) = I
MIEI = -e

Le eq .

della linea elastica risultano :

" tie -FÈ . È
Hee -FÈ . È
v' ftp.fv "alza = FÈ ta
v' f-f-- fu "dzz.ee#tCz4zf--fffItaztGvlzf--FIÈTGHG
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Condirioniolcontornosi
osservi che nei due sistemi di riferimento le rotazioni positive

hanno verso opposto :

a "

y
La presenza del gattino garantirà inoltre che le due seriosi su
cui è applicato non subiranno rotazioni relative

.

Risulta quindi :

✓ ( Zz = d) =D =p ↳=D

✓ (zio) =D =p cuio

v' fedeE ⇒ ce =
E

KT KT

v' f-Ed = - Y ⇒ CE - tt

v' fzz =3e) = - v' Izz=L)

ÌITÈ = -È tà
Posto Kt= risulta :

÷ I
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Applicando la legge di Hooke alla molla è possibiledeterminarela rotazione del punto a .

la -- ÉTÉà = E
si osservi infine che

, per effetto del pattino, le anioni
sinistra e destra in B andranno uno spostamento relativo .

Risulta :

vlza.ie/---jEItt-9etIItt.fz3e--Ittlvk=el--fejFe-élite =
- fate

due vk.et-uf.ee/=ff-I)tl---?tte=-fye
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